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基于 L 型阵列酉变换矩阵重构的二维 DOA 估计 
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摘  要：二维空间信号波达方向（DOA）的估计是阵列信号处理的一个关键研究问题。经典的二维 MUSIC

算法固然精度高，但此算法需要二维谱峰搜索，运算较为复杂。提出一种用于 L 型阵列的二维 DOA 估计算法，

通过矩阵重构使得阵列输出矩阵变为中心对称矩阵，再利用酉变换矩阵将其由复值矩阵变为实值矩阵。该方

法可以直接得到目标参数，不需要谱峰搜索，使得运算量大大降低。相比于 L 型阵列适用的增广矩阵束

（MEMP）算法，该算法可以估计更多信源的 DOA，并能获得较高的分辨率。计算机仿真结果表明，该算法

具有较高的 DOA 估计精度。 
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Abstract: The estimation of the direction of arrival of two-dimensional space signals is the key problem in the field 

of array antennas. Although the traditional two-dimensional MUSIC algorithm has high precision, it needs two di-

mensional spectrum peak search and has a large amount of operation. A two-dimensional DOA estimation algorithm 

for L-shaped array was proposed. The output matrix was transformed from a complex value matrix to a real value 

matrix by matrix reconstruction and a unitary transformation matrix. This method could directly get the elevation an-

gle of the target without conversion, which greatly reduced the amount of operation. Compared with the matrix en-

hancement and matrix pencil algorithm for L-shaped array, this algorithm could estimate more targets’DOA. The re-

sults of simulation show that the algorithm has a high accuracy of DOA estimation. 
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1  引言 

波达角（direction of arrival，DOA）估计是阵列

信号处理中的重要研究内容，在无线通信、声呐以及

雷达等领域均有广泛应用[1-2]。一维（one-dimensional，

1D）DOA 估计目前已经发展相对成熟，最为经典的

是多重信号分类（multiplesignal classification，

MUSIC）算法和旋转不变子空间（estimating signal 

parameters via rotational in variance techniques，

ESPRIT）算法[3]。近年来，二维（two-dimensional，

2D）DOA 估计开始受到越来越多的关注和研究，许

多阵列如 L 型阵列[4]、面阵[5]、均匀圆阵[6]和平行阵

列[7]等被用来进行有效的 2D 参数估计。 

L 型阵列由于具有结构简单、易于传统算法

移植以及更高 DOA 估计精度等优点[8]，使得对

于 L 型阵列的研究应用越来越多。与普通的线阵

相比，L 型阵列可提供全方位 360°的 DOA 估计

并能达到较高精度的估计结果。与圆阵相比，除

了数据处理方便，需要的运算量和存储量都较小，

还可提高感兴趣方向的阵列孔径，在实际工程应用

中具有较大的优势。金梁等[9-10]提出了时空 DOA

矩阵法，通过空时处理结合来进行 DOA 估计，该

方法可用于其他阵列形状的二维 DOA 中。Tayem

和 Kwon[11]提出一种修正传播方法（modified 

propa-gate method，MPM）用于L型阵列的 2D DOA

估计，该方法克服了相位模糊问题，但参数匹配有

效性差。Kikuchi 等[12]提出了一种通过构造 Toeplitz

矩阵，利用交叉相关矩阵解决仰角匹配问题的方

法，但该方法在角度过大时无法匹配。 

Wei[13]提出一种新的多相干信号方位角和仰

角的配对方法，利用两个信号源协方差矩阵构造的

最小化代价函数实现，但估计性能还需要进一步改

善。Ye 等[14]提出了一种基于稀疏信号的 L 型阵列

的 DOA 估计算法，该方法不需要角度配对也能实

现较高的分辨率和估计精度。Yilmazer[15]将增广矩

阵束（matrix enhancement and matrix pencil，

MEMP）算法引入均匀矩形阵列的二维 DOA 估计

中，通过对阵列接收信号构造增广矩阵来估计，只

需要少量的采样数据就能得到较高精度的计算结

果，但此算法阵元的利用率有所降低，且抑制噪声

的能力较差。针对二维 DOA 估计的实用性问题，

陈建[16]提出基于增广矩阵束的 L 型阵列二维 DOA

估计算法，该算法估计速度快、精度高、参数配对

算法简单，具有较强的实用性。 

本文分析了 L 型阵列的特点，提出了一种可

用于 L 型阵列的二维 DOA 估计算法。该算法通

过分析 L 型阵列的数据结构，利用反向单位矩阵

重构方向矩阵，通过酉变换矩阵使得数据处理由

复数域转换为实数域，通过特征分解得到信源的

方位角和仰角，参数自动配对、运算量低。通过

与MEMP算法和2D-MUSIC算法的仿真结果进行

对比，验证了本文算法的有效性和优越性。 

2  阵列信号模型 

如图 1 所示为本文中所讨论的 L 型阵列，该

阵列由分别位于 x 轴和 y 轴的阵元个数为 M 的均

匀线阵垂直构成，阵元间距为 d，假设有 K 个不

同方位的远场窄带信号源入射到该阵列上，入射

角为（θk，фk），k=1,2,...,K，其中 θk和 фk分别为

第 k 个信源的方位角和仰角。假定文中涉及的噪

声均为与信号不相关的加性高斯白噪声。 

 
图 1 L 型阵列结构 
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阵列接收到的信源个数为 K，x 轴与 y 轴上传

感器个数均为M，则 x轴和 y轴的接收信号分别为： 

 x xX A S N= +  （1） 

 y yY A S N= +  （2） 

其中， K NS C ×∈ 为信源矩阵， M N
xN C ×∈ 为接收噪

声， M K
xA C ×∈ 、 M K

yA C ×∈ 分别为 x 轴与 y 轴上

M 个阵元的方向矩阵，均为范德蒙德矩阵，其值

分别为：
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j2π cos sin /j2π cos sin / j2π cos sin /

j2π ( 1)cos sin /j2π ( 1)cos sin / j2π ( 1)cos sin /

1 1 1
e e e

e e e

k k

k k

x

dd d

d Md M d M

A

θ ϕ λθ ϕ λ θ ϕ λ

θ ϕ λθ ϕ λ θ ϕ λ −− −

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
…

# # % #
…

 

  （3） 

1 1 2 2

1 1 2 2

j2π sin sin /j2π sin sin / j2π sin sin /

j2π ( 1)sin sin /j2π ( 1)sin sin / j2π ( 1)sin sin /

1 1 1
e e e

e e e

k k

k k

y

dd d

d Md M d M

A

θ ϕ λθ ϕ λ θ ϕ λ

θ ϕ λθ ϕ λ θ ϕ λ −− −

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
…

# # % #
…

 

  （4） 

3  算法推导 

L 型阵列重构的输出矩阵 X0 定义为： 

( )( )
( )( )

( )( )

0

diag 1,:

diag 2,:
,

diag ,:

x y

x y

x y

C A C A

C A C A
X A S A

C A C A M

⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅

= × = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

#
 （5） 

其中，C 为反向单位矩阵，此时的 L 型阵列输出

矩阵为非对称矩阵，令： 

 H
0 0RX X X=  （6） 

XR为 X0 的自相关矩阵，构造矩阵 Xf： 

 f R RX X CX C∗= +  （7） 

其中，XR
*为 XR的共轭矩阵，Xf 为中心对称矩阵，

应用酉变化矩阵的思想，将 Xf 从复数域转换到实

数域，酉变换矩阵 QM（II 为反向单位矩阵）定义

如下： 

 2

j1
j2

k k
k

k k

I I
Q

II II
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 （8） 

 T T
2 1

j
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2 j
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k
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I O I
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II O II

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
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 （9） 

根据酉变化矩阵 QM的定义，可以得到 QM矩

阵的性质如下： 

 H ,M M M MQ Q I IIQ Q ∗= =  （10） 

从而，有式（11）成立： 

( )H H H
T M f M M f M M f MX Q X Q Q IIX IIQ Q X Q

∗∗= = = （11） 

XT 与其共轭相等，由此证明 XT 为实矩阵，

虚部为零。因此，阵列输出矩阵重构为 Y，定义

如下： 

 ( ) ( )H H
M M TY Q Q X N= ⊗ × +  （12） 

其中，N 为信号的噪声矢量矩阵，⊗表示克罗内

克积运算， (·) H 表示共轭转置，构造矩阵

( ) ( ){ }Re , ImE Y Y= ，矩阵 E 的协方差矩阵 RE为： 

 H 2{ }ER E EE APA Iσ= = +  （13） 

其中， H
1 2{ } diag{ , , , , , }i KP E SS p p p p= = " " ，pi 为

第 i 个空间信号的功率，σ２为噪声功率，符号 E{·}

表示取数学期望。协方差矩阵 RE特征值分解为： 

 H H

1

M

E i i i
i

R U U u uλ
=

= ∑ =∑  （14） 

其 中 ， 1 2diag( , , , )Mλ λ λ∑ = " 且 1 Kλ λ" ＞≥ ≥  
2

1K Mλ λ σ+ = = =" 。前 K 个特征值对应的特征向

量表示为 1 2, , , Ku u u" ，它们构成信号子空间 ES，

将剩余的（M-K）个特征值对应的特征向量看作

噪声子空间 En。 

选择矩阵 J1、J2 定义如下： 

 ( )1
1

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

0 1 0 1 0

M MJ C − ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈
⎢ ⎥
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⎣ ⎦

"
"

# # # % # #
"

 （15） 
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 ( )1
2
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分别选择矩阵的前 M-1 项和后 M-1 项。 

现考虑一个信源，x 轴的方向矩阵可以表示为

Ax，则有： 

 j
2 1e u

x xJ A J A− =  （17） 

又因为 H
M MQ Q I= ，所以： 

 
2πj sin cos

H H
2 1e

d

M M x M M xJ Q Q A J Q Q A
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

θ ϕ
λ  （18） 

2πj sin cos
H H H H

1 2 1 1e
d

M M M x M M M xQ J Q Q A Q J Q Q A
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −=
θ ϕ

λ  
  （19） 

因为 1 1 2M MJ II J II−= ， M M MQ II Q∗ = ， MI =  

M MII II 。得出： 

 H H
1 1 1 2M M M MQ J Q Q J Q− −=  （20） 

令： 

 { }1 1 2Re M MK Q J Q−=  （21） 

 { }2 1 2Im M MK Q J Q−=  （22） 

则有： 

 1 2
πtan sin cos M x M xd K Q A K Q Aθ ϕ
λ

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （23） 

同样地，关于 y 轴的方向矩阵 Ay，在一个信

源时，有： 

 1 2
πtan sin sin M y M yd I K A I K Aθ ϕ
λ

⎛ ⎞ ⊗ = ⊗⎜ ⎟
⎝ ⎠

（24） 

扩展到 K 个信源时，则有： 

 1 2M y x M yI K A W I K A⊗ = ⊗  （25） 

其中：

 

1 1
π πdiag tan sin cos , , tan sin cos

x

k k

W

d dθ ϕ θ ϕ
λ λ

=
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⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
"

 

  （26） 

同样地，y 轴： 

 H H
2

πtan( sin cos ) , M y M yd K Q A K Q Aθ ϕ
λ

=  （27） 

1 2
πtan sin sin M y M yd K I A K I Aθ ϕ
λ

⎛ ⎞ ⊗ = ⊗⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （28） 

扩展到 K 个信源时，则有： 

 1 2M y y M yK I A W K I A⊗ = ⊗  （29） 

1 1
π πdiag tan sin sin , , tan sin sin

y

k k

W

d dθ ϕ θ ϕ
λ λ

=

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
"  

  （30） 

定义： 

 ( )( ) ( )1 2x M s M sI K E I K Eψ
+

= ⊗ ⊗  （31） 

 ( )( ) ( )1 2y M s M sK I E K I Eψ
+

= ⊗ ⊗  （32） 

结合式（24）和式（28）： 

 1
x xT W Tψ −=  （33） 

 1
y yT W Tψ −=  （34） 

由于ψx和ψy有相同的T矩阵，将ψx和ψy合并为： 

 { }1j jx y x yF T W W Tψ ψ −= + = +  （35） 

最后对得到的 F 矩阵进行特征值分解，有： 

 { }( )2arctan Rei iμ λ=  （36） 

 { }( )2arctan Imi iv λ=  （37） 

可以得到入射角的方位角和俯仰角的估计值

分别为： 

( )( ) ( )( )2 2
arcsin / 2π / 2πi i id v dθ μ λ λ

∧ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠  （38） 

 ( )arctan /i i ivϕ μ=
 

（39） 

其中， ( )1,2, ,i i Kλ = " 为矩阵的特征值。 

归纳上述推导过程，算法的具体步骤如下： 

步骤 1  计算阵列接收矩阵 X0并根据式（7）

得到重构阵列的接收矩阵 Xf； 

步骤2  将得到的阵列接收矩阵Xf按照式（12）

转换为实矩阵 Y 并构造矩阵 E； 

步骤 3  根据式（13）计算矩阵 E 的协方差
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矩阵 RE，通过特征值分解得到信号子空间 Es； 

步骤 4  按式（33）和式（34）计算 ψx、ψy，

构造矩阵 F=ψx+jψy； 

步骤 5  对矩阵 F 作特征值分解，得到特征

值为 λi（i=1，2，…，K）； 

步骤 6  根据式（38）和式（39）计算入射角

的估计值。 

4  实验仿真与性能分析 

4.1  仿真实验 

仿真参数：M=8，即天线阵由 x 轴和 y 轴的

8 元均匀线阵构成，假设快拍数 n=200，信源数

K=3，信噪比为 15 dB，3 个入射角分别为（10°，

15°）、（30°，35°）、（50°，55°），入射信号均为窄

带不相关平面波。 

（1）实验 1 

二维 MUSIC 算法是二维 DOA 估计的经典算

法，此方法通过构造空间谱和二维谱峰搜索来实

现信源估计，实验 1 通过 2D-MUSIC 算法对 L 型

阵列进行 DOA 估计，其估计性能如图 2 所示。从

图 2 中可以看出，3 个谱峰指示的入射角分别为

（10°，15°）、（30°，35°）、（50°，55°），可见2D-MUSIC

算法的估计精度很高，但此算法的计算量相当大，

不适用于阵元数过大的情况。 

 
图 2  2D-MUSIC 算法下 DOA 估计结果 

（2）实验 2 

分别采用增广矩阵束算法和本文算法估计入

射角，蒙特卡洛试验次数设为 500，仿真结果分别

如图 3、如图 4 所示。可以看出，两种算法都能

估计出 3 个信源的入射角方向，但本文算法的

计算结果较为集中，精度高于增广矩阵束算法，

图 5 为入射角 DOA 估计的局部放大散点对比。

从图 5 可以更为直观地看出本文算法性能远优

于增广矩阵束算法。 

 
图 3  增广矩阵束算法下 DOA 估计结果 

 
图 4 本文算法下 DOA 估计结果 

4.2  性能分析 

定义进行 500 次蒙特卡洛实验后方位角和

仰角的联合均方根误差（root mean square er-

ror，RMSE）为： 
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图 5 两种算法 DOA 估计的局部放大散点图 
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  （40） 

其中， ,k nθ
∧

表示方位角 kθ 第 n 次蒙特卡洛试验的

估计值， ,k nϕ
∧

表示仰角 kθ 第 n 次蒙特卡洛试验的

估计值。均方根误差越小，则算法的估计性能越

好，精度越高。在假设快拍数为 200 的条件下, 令

SNR 以步长 5 dB 在区间[-10, 20]dB 内取值，分

别用 MEMP 算法、2D-MUSIC 算法和本文算法对

入射角进行二维 DOA 估计，均方根误差与信噪比

变化的关系如图 6 所示。 
图 7 表示在 SNR=0 dB 的条件下，令快拍数 n

以步长 100 在区间[100 1 000]内取值，3 种算法下

二维 DOA 估计的均方根误差与快拍数变化的关

系曲线。 

从图 6 和图 7 可以看出，在信噪比和快拍数

相同的情况下，本文算法的估计精度均高于

 
图 6 RMSE 随信噪比的变化曲线 

 
图 7 RMSE 随快拍数的变化曲线 

MEMP 算法。随着信噪比和快拍数的不断增大，

本文算法的 RMSE 与 2D-MUSIC 算法的估计精度

逐渐接近，这说明本文算法具有较强的顽健性。 

5  运算结果分析 

由算法推导过程可知，算法运算时间区别主

要由信源数和阵元数决定，与快拍数和信噪比无

关。假定信源数为 3，3 种算法单次运算时所需时

间随阵元数的变化情况见表 1。 

由表 1 可知，阵元数 M<20 时，增广矩阵束

和本文算法的计算时间较为接近，当阵元数 M>20

以后，增广矩阵束和本文算法的计算时间差距逐

渐增大，本文算法由于输出阵列矩阵重构，运算

时间略大于增广矩阵束算法，但总体来说，本文
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算法通过酉变换矩阵将协方差矩阵由复数域变为

实数域，在达到较高精度的基础上，运算量也远

小于传统 2D-MUSIC 算法。 

表 1  各种方法下 DOA 估计耗时随阵元数的变化（单位：s） 

阵元数 2D-MUSIC 算法 增广矩阵束算法 本文算法 

5 2.027 892 0.078 909 0.078 768 

6 2.396 772 0.079 336 0.079 868 

7 3.033 217 0.080 563 0.082 112 

8 3.203 651 0.088 141 0.086 562 

9 3.588 295 0.089 568 0.089 135 

10 3.692 880 0.090 666 0.090 001 

20 6.114 345 0.102 475 0.140 633 

30 8.572 638 0.163 838 0.397 243 

40 10.016 099 0.394 133 1.325 503 

50 16.969 983 0.915 499 4.474 533 
 

6  结束语 

L 型阵列是二维 DOA 估计重要研究内容。传

统实值矩阵处理要求信号阵列模型必须为中心对

称阵列，多适用于均匀圆阵和面阵。本文通过反向

单位矩阵和自相关矩阵重构，得到变为中心对称矩

阵的阵列输出矩阵，通过酉变换矩阵将输出矩阵由

复值转为实值，降低了运算复杂度，突破了信号阵

列模型必须为中心对称阵列的局限性，其计算精度

高于增广矩阵束算法并接近传统的 2D-MUSIC 算

法。但此算法目前只适用于 x 轴和 y 轴阵元数相等

的 L 型阵列，当 x 轴和 y 轴阵元数不相等时，本文

算法的计算精度将会大大降低，这也是本文算法的

不足之处，还有待继续研究改进。 
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